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Algebre linéaire, TD2

Série N°2 : Application linéaire, Endomorphisme et isomorphisme

Exercice 1
1. Montrer que (R?,+,-) est un espace vectoriel sur R.
2. Soient E = {(z,—z); 2z €R}et F={(x,2); 2z € R} deux ensembles.
(a) Montrer que E et F sont deux sous-espaces vectoriels de R?.

(b) Montrer que E et F sont supplémentaires dans R?.

Exercice 2
Soit M3 (R) l'ensemble des matrices d’ordre 2 & coefficients réels.

1. Montrer que (M3(R), +, ) est un R-espace vectoriel.

2. On considere F = {Mmb = ( ab Z> i (a,b) € [RQ}

(a) Montrer que E est un espace vectoriel sur R.

0 1

(b) On pose J = (_1 0

b %)

a 0 0 b
(c) OnpObeEl—{<O a)’ aE[R}etEQ—{<_b 0), bE[R}.
Montrer que £ = E, @ Fs.

). Montrer que le systéme {I,J} est une base de E ou I =

Exercice 3

Soit E = {(g Z) . (a,b) € [RQ}

1. (a) Montrer que E un espace vectoriel sur R.
(b) Trouver une base de E.

a
0

(a) Montrer que f est linéaire.

2.Soitf:E—>[R,< Z)—)a—!—b
(b) Déterminer Kerf, noyau de f.

(¢) Déterminer G le supplémentaire de Kerf dans E.

Exercice 4
Soit (F(R),+,-) lespace vectoriel sur R des fonctions numérique de R dans R. On considére
E={feFR)/VeeR: f(—x)=f(x)}et F={feFR)/VxeR: f(—x)=—f(z)}
1. Soit E et F sont des sous-espaces vectoriels de F(R).
2. Soit f € F(R). On pose

(f(z) + f(=2)) et h(z)=

N =

g(w) =

Vérifier que g € E et h € F.
3. en déduire F(R)=E @ F.



Exercice 5
On consideére I'espace vectoriel R? muni de la base canonique (eg,e2) ott e1(1,0) et e2(0,1) :

1. Soit f:R?> = R?, (2,9) = (z —y,z +¥).
(a) Montrer que f est linéaire.
(b) Ecrire la matrice de f relativement & la base (e, es).

2. Soit g un endomorphisme de R? dont la matrice relativement a la base (e1,ez2) est A =

(_11 _11> Déterminer ’ensemble Img, image de g.

Exercice 6
Soit E un K-espace vectoriel. On désigne par idg ’endomorphisme identique de E.

1. Montrer que p est un projecteur si et seulement si idg — p est un projecteur.
2. Soi p un projecteur de E.

(a) Montrer que E = Im(p) @ ker(p).

(b) Montrer que Im(idg — p) = ker(p) et ker(idg — p) = Im(p)

3. Soit f € Z(E) tel que f(ker(p)) C ker(p) et f(Im(p)) C Im(p).
Montrer que fop =po f.

Exercice 7
Soit C(R) le R-espace vectoriel des fonctions numériques continues sur R. Soit C(R) 'ensemble
des fonctions f : R — R de classe C? sur R.

1. Vérifier que C2(R) est un sous-ensemble de C(R). Que peut-on déduire ?
2. Soit ® une application de C*(R) dans C(R), qui a une fonction f de C*(R) associe la fonction
g=f"+2f +f.
(a) Exprimer I'écriture symbolique de Papplication ®, puis montrer que ® est un homo-
morphisme d’espaces vectoriels.

(b) Déterminer le noyau Ker(f) de ®. L’application ® est-elle injective ?
(¢) Le noyau Ker(f) est-il de dimension finie ? Justifier

(d) L’application ® est-elle surjective ? est-elle un isomorphisme d’espaces vectoriels ?

Exercice 8
Soit B = {(un)nEN/un-i—Q =QUps1 + bun; (Cl, b) S [RQ}
1. Montrer que F est un espace vectoriel sur R.

2. Soit ¢ : E — R?, (un)nen — (ug, u1).
Montrer que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, puis en déduire la dimension de F.

3. On considere ’équation :
(Q) : 22—ax—b=0

Montrer que si ’équation (Q) admet deux solutions complexes z; et zs, alors les suites
(n)nen €t (Bn)nen forment une base de E avec

1 n n 1 n n
oy = 5(21 +23) et B = 5(21 - z3)

4. Application : Déterminer u,, en fonction de n dans le cas suivant :

Up+2 = 2Up+1 — 2Up, Uo =1, w3 =2.



